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Использованы соотношения между собственными векторами системы уравнений плоской задачи теории упругости в перемеще- 
ниях. Получена новая формулировка краевой задачи теории упругости в случае заданных на границе напряжений в виде задачи 
Дирихле для уравнений равновесия в виде системы дифференциальных уравнений первого порядка ~ системы Коши-Римана. 


Введение 

Классическая постановка плоской задачи тео- 
рии упругости, как известно [1,2], включает в себя 
уравнения равновесия в перемещениях или в на- 
пряжениях (Лямэ и Бельтрами-Мичелла), предста- 
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вляющих собой системы дифференциальных ура- 
внений в частных производных второго порядка, 
плюс соответствующие граничные условия. Между 
тем хорошо известна другая формулировка системы 
уравнений равновесия, которая в отличие от систем 
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дифференциальных уравнений Лямэ и Бельтра- 

ми-Мичелла, имеет первый порядок. В отсутствие 

объёмных сил данная система записывается как: 

1 + А . 7 

-ар = ла 2 а>, 


2 

1 + А 


с і 2 Ѳ = -А с1 х со . 


( 1 ) 


Здесь х,у - декартовы координаты; с! а ,а= 1,2 - 
сокращённая запись операций дифференцирования 

. = д_ = д_ 

а \ — - ’ а 2 — ’ 
ох су 

Ѳ = с/ у + сІ 2 ѵ, со = — <і 2 и). 


и=м(л:,у),ѵ=ѵ(х,з;) - компоненты вектора перемеще- 
ний, А=1-2ѵ, где ѵ - коэффициент Пуассона. Оче- 
видно, что для функций і а {х,у),а= 1,2: 


2 і 


1 + А 
2 


Ѳ, г 2 = Ай) 


система (1) есть система уравнений Коши-Римана 
относительно двух гармонически-сопряжённых 
функций [3]. 

Однако формулировка уравнений равновесия 
плоской задачи теории упругости в виде системы (1) 
практически не используется в упругих расчётах, по- 
скольку не известны граничные условия для функ- 
ций Ѳ(х,у),со(х,у), входящих в (1), а также не извест- 
ны выражения компонент тензора напряжений и 
вектора перемещений через указанные функции. 

Математический аппарат определения соб- 
ственных значений и собственных векторов матри- 
цы системы дифференциальных уравнений равно- 
весия плоской задачи теории упругости в переме- 
щениях, предложенный в [4], позволяет воспол- 
нить данный пробел. 


1. Следствия из соотношений для собственных 
векторов плоской задачи теории упругости 

Согласно [4], собственные векторы ср((р ь (р г ) и 
і/7 (щ, щ) плоской задачи удовлетворяют уравнениям 

(2,</>, +с1 2 (р 2 = С,, 

г/ у/, -г/,у/ — С\. (2) 

Здесь С а - некоторые константы. С учётом свя- 
зи компонент (р, і/7 и компонент вектора у(УьУі), 
удовлетворяющего уравнению Лапласа, 

.Ус, = я % +(1 + А)у/ а ,а=1,2, 

и разложения вектора перемещений по собствен- 
ным векторам 

и = (р,+у/ 1 ,ѵ = (р 2 + у/ 2 

получаем, что 

Ѵі=Уі -Хи,цг 2 =у 2 -Аѵ, 
(р 1 =(1+Л)и-у І ,<р 2 =(1 + Л)ѵ-у 2 . (3) 

Тогда систему (2) можно переписать: 


<ііУі +ЛгУг =(1 + А)Ѳ-С„ 

^іУг-^гУі = А(й?,ѵ-й? 2 м) + С 2 =2Ай) + С 2 . (4) 

Из соотношений для собственных векторов 
плоской задачи теории упругости в форме (2-4) 
вытекают некоторые важные для дальнейших рас- 
суждений следствия. 

Следствие 1. Напряжения равны первым произ- 
водным от компонент собственного вектора і/7(і// 1 ,і// 2 ). 

Для доказательства запишем соотношения зако- 
на Гука в виде зависимостей напряжений от первых 
производных перемещений. Предварительно, для 
удобства выкладок, умножим компоненты тензора 
напряжений и компоненты внешних нагрузок на 
множитель А/С, где С- модуль сдвига, т.е. будем ис- 
пользовать о'=а х Л/С, о/=<т,А/С, 'г/=г І> А/С. В даль- 
нейшем штрихи отбросим, тогда 

<у х = Ѳ + А (сіу -с1 2 ѵ), 
а = Ѳ -Л(с/у- с/ 2 ѵ), 
т =А (<1у+с1 2 и). (5) 

С учётом (4) получим: 

сг, = <2, у, + с/ 2 у 2 - 2А с1 2 ѵ + С, , 
а = с/ ] у ] + с1 2 у 2 - 2Лсіу + С, , 
т = 2А с1 2 и + сІ ] у 1 - сі 2 у г —С 2 = 

= 2А<2 І ѵ + с1 2 у ] - сІ І у 2 +С 2 . (6) 

В силу гармоничности у а , выполняются соотно- 
шения 

<і\У\ = с1 2 у 2 + ДА , , 

(І 2 У\ — ~(І\ у 2 “У N 2 1 
где /V, , /Ѵ 2 — константы интегрирования. 

Подставляя последние соотношения в (6), по- 
лучим с учётом (3) искомое утверждение 

о ѵ = 2й 2 (у 2 - Аѵ) + С, = 2с/ 2 у/ 2 + С, , 

(7 Ѵ = 2г/, (у, - А и) + С, = 2(2,1//, + С,, 

= -2с/ 2 (у, - Ли) -С 2 = -2с/ 1 (у 2 - Аѵ) + С 2 = 

= -2 (/ 2 у/, - С 2 = -2(2, у/ 2 + С 2 . (7) 


Заметим, что подстановка (7) в уравнения рав- 
новесия в напряжениях обращает последние в тож- 
дества. 

Следствие 2. Компоненты вектора у7 на грани- 
це равны контурным интегралам от внешних на- 
грузок. 

Рассмотрим граничные условия в напряжениях, 
которые, как известно, имеют вид: 


о х 1 +т ху т = X 
оуи+г хѵ / = Г. 


Здесь Х„, 7„ - заданные граничные нагрузки, 
/, /я - косинусы углов, которые образует внешняя 
нормаль к граничному контуру с осями х, у: 
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/ = С0$(/7,Х) =— , 

(Из 

т = со 5(п, у) =- — . (8) 

ск 

Подставим в уравнения граничных условий со- 
отношения (7), тогда: 

2(Ы 2 - тВ 1 )у/ 2 + С Х 1 + С 2 т = Х п , 

2 -ІсІ 2 )у/ 1 + Суп - С 2 І = К . 

Оператор, стоящий в круглых скобках, есть 
производная по дуге 5 

— = 1(1- тсі , , 

* 


поэтому 



= Х„-(С 1 / + С 2 ш), 



- С’ш + С 2 1. 


Отсюда, интегрируя по дуге х, находим: 

Щ = I Г (Х п - С/ - С»<* + Т, 

у/, = — Г (-Г + С, /и - С 2 1)сІх + В. 

2 ^ 

Здесь 7Ѵ, М - произвольные точки на контуре, 
А, В - константы. 

Подставляя в (7), получим: 

о- =— [(X - С,/ - С 2 т)Вх + С, , 

<т [(-Г+С.т-С/^ + С., 

Зу І 

|(-У +С,т-С 2 /)*-С 2 = 

ЗуІ 

= - — [ (Х„ - С,/ - С,ш)А + С, . 

Зх і 


Два аналитических выражения для касательного 
напряжения тождественны при любых С ь С 2 . Для 
доказательства достаточно использовать равенство 


| сіі ѵР„Вх = | 


д 2^ + д Л 

дх Эу у 


(к = 0, 


где Р=Р„(Х„,У„) - вектор поверхностной нагрузки. 

С учётом соотношений (8) граничные значения 
напряжений преобразуются к виду: 

Я м 

= , { х Ау 
д УІ 

Я м 

Ѵу =-— [ У,Ак 
дхі 

Я м р, м 

= — } У„Ж = - — } Х п <к . (9) 

ду і дхі 


Легко убедиться, что подстановка (9) в уравне- 
ния равновесия в напряжениях 

^.ѵ+^= 0, 

й? 2 о- у +й?,г х> , = °. 

обращает последние в тождества. 

Таким образом, граничные значения напряже- 
ний зависят только от внешних нагрузок. 


2. Выражения собственных векторов 
через перемещения 

Найдём решение системы (4), переписав её с 
учётом (3) в виде: 

с/, у/[ +В 2 у/ 2 =Ѳ — С,, 


сГ 

и 

і 

(Ю) 

Используем 


<*іУі = ЛіУі = _ ѳ ' ■ 

(П) 


Тогда решение (10) в форме Лява [1] будет иметь 


вид: 


1 С +С 

Щ = —а і (ху 1 )-(х + у)-^-±, 

т =-^гЛ 2 ( х Уі)+( х+ у) С \ С ' ■ 

1 + Я 1 

Учитывая (3) получаем: 

1 С +С 

х и = Уі - в^н^у) 1 2 , 

1 С -С 

Лѵ = у 2 --р^(1 2 (ху 1 )-(х + у) 2 ' . 


( 12 ) 


(13) 


Таким образом, перемещения и,ѵ выражаются 
через гармонические функции у а посредством (13). 


3. Г раничные условия для системы 
уравнений равновесия 

Первое граничное условие для функции следу- 
ет из закона Гука в форме (6). Имеем: 

а х +а ѵ = 2С І +2(В ] у І +сІ 2 у 2 )-2Л(сІ 1 и +сІ 2 ѵ). (14) 


Учитывая (4), получаем: 
о х + сг ѵ = 2 С, + 2(1 + А)0 - 2С, - 21Ѳ = 2Ѳ. 


Следовательно, 


1 


ѳ = -К+сс). 

Или, принимая во внимание (9) 
1 


Ѳ = 


д [ Хйх - 5 ( Ѵ п йх 
ду{ дхі 


(15) 


(16) 


Для определения второго граничного условия 
воспользуемся (4) 

й х у 2 - с/ 2 у } = 2Аю + С 2 . 

В силу гармоничности у а выполняется 
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^2 Уі =-Л х у г -Щ. 

Тогда получим 

-сІ і у 1 = ^ 2 У\ +N- 2 = -Я® + 2 

Далее выразим г„ через ®, используя соотношение 
Т* = “2^2 + С 2‘ 

С учётом (12) находим 

1 С -С 

=- — -с/,с/ 2 (дуі)+ % ’ • 

Тогда 


1 + Я 


^і^2(ТУі)-(С 2 -С,)+С 2 = 

2 

1 + Л 

Выразим последнее соотношение через ® по- 
средством (17). Имеем 

<1 1 с1 2 (ху ] ) = сІ І (хс1 1 у ] ), 

N,-0, . 1Ѵ 2 + С, 

= -Я® = — 

2 2 

Следовательно, 


й 2 у х = -Я® - ЛТ, + 2 _ = -Я® - ” 2 ' ^ 2 


-х| Яю+ #2 + Сз 


с^с/Дху,) = й х 


= -Я<7, (х®)- ^ 2 2 ^ ' 
Окончательно получаем для т„ 


^ 1 + Я 


й/[(х®) + С, + - 


1 + Я 


Рассмотрим 


<7,(.т®) = ® + х<7,® = ® - ^ + — хс/ 2 6>. 

2Я 


( 18 ) 


( 19 ) 


Здесь учтено одно из уравнений системы (1). 
Сопоставляя (18 и 19), находим: 

1 + Я 1 + Я ТѴ 2 +С, 1 + Я 
д,(х®) = — г„. — г— С, +-7 — - = ® — т— ха п Ѳ. 


2Я ^ 2Я 
Отсюда 

1 + Я 

~2Г ( '' Ѵ 


со = 


2Я 2Я 

, _ . 1 + Я н 2 + с 2 

(Т^ + Хб/ 2$ ) н — ~ Н 


2Я 


2Я 


Используя (9), получаем выражение для 
со=со(х,у) на границе: 


1 + Я 


со = 


2Я 



( В 2 М Г 




—г [ X 

СІ8 ~ 



ду 2 1 


~ м 

о Г хг т 

X 


+ [ У СІЯ 


д 2 | 

У п (І8 

дУІ 


ѵ дхдуі 

) 



і+я^, іѵ, + с 
+ — — с, + - - 2 


2Я 


2Я 


( 20 ) 


Заметим, что (20) можно переписать в другой 
форме, если использовать соотношение: 

— \хЛз + — [тД? = 0. 

дх і ду і " 

Таким образом, функции Ѳ,а>, удовлетворяющие 
в области системе уравнений (1), на границе полно- 
стью определяются через заданные нагрузки со- 
гласно (16, 20). Таким образом, для системы (1) кра- 
евая задача относительно Ѳ,со есть задача Дирихле. 


4. Определение компонент 
напряжённо-деформированного состояния 


По найденным из решения краевой задачи, 
определяемой (1, 16 и 20), функциям Ѳ,со необхо- 
димо рассчитать компоненты напряжений и пере- 
мещений. Сначала найдём выражения функций у а 
через Ѳ,со. Для этого используем (11 и 17). Имеем: 


^іУі = 


1 + Я 
2 


Ѳ , с1 2 у І = -Я®. 


Следовательно, 


Ух =■ 


1 + Я 


| Ѳсіх - Я/ со сіу. 


Аналогичным образом получаем: 

у 2 = * + ^ | ѲАу + Я | сойх. 


( 21 ) 

( 22 ) 


Интегралы в (21, 22) не зависят от пути инте- 
грирования в силу условий Коши-Римана в виде 
системы (1). 

Для определения перемещений используем (11, 
12 и 17). Тогда получим: 


Я 1 „ С х +С 2 


Ян = у, — хѲ + 

1 + Я 2 


(х + у), 


Яѵ = у 2 + х® - 

1 + Я 


-(х + у). 


(23) 


Для перемещений в форме (23) выполняются 
уравнения равновесия Дямэ. 

Напряжения определим из закона Гука в форме 
(6), учитывая (11, 17 и 18): 

2Я 

(7 Х = хсі 2 со + С 2 = -хсІ^Ѳ + С 2 , 

1 + Я 

<7 у =2Ѳ + хДѲ — Я С) - С 2 , 


г 


хѵ 


2Я 
1 + Я 


сі 1 (хсо) + С 1 


+ 


1У, + С 2 
1 + Я 


(24) 


Найденные напряжения удовлетворяют уравне- 
ниям равновесия в напряжениях, в чём можно убе- 
диться дифференцированием выражений (24) с 
учётом связи первых производных от 0, со посред- 
ством системы уравнений равновесия (1). 

Таким образом, все компоненты напряжённо- 
деформированного состояния выражены через 
Ѳ,со. Задача решена. 
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